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НАХОЖДЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ИНВЕСТИЦИОННОЙ СТРАТЕГИИ 
ФИНАНСОВОЙ ОРГАНИЗАЦИИ

АННОТАЦИЯ. В статье проводится полный анализ экономической ситуации, связан-
ной с построением инвестиционной политики финансовой организации. В пред-
ставленном исследовании рассмотрены все ситуации, связанные с ограниченными 
возможностями финансовой организации по наращиванию собственных средств, а 
также с учетом периода планирования деятельности. Такой анализ позволяет по-
строить более полную картину инвестиционной политики фирмы. Для нахожде-
ния оптимального поведения с целью получения наибольшего объема финансовых 
средств, построена задача оптимального управления. На основе решения серии 
задач линейного программирования выстраивается фундамент для использования 
принципа максимума Понтрягина. Такой подход дает возможность построить 
сильно экстремальные управления в исследуемой задаче, что дает возможность 
получить оптимальную инвестиционную стратегию организации.
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ABSTRACT. The article provides the full analysis of the economic situation associ-
ated with constructing the investment policy of a financial institution. The study 
examines all situations related to limited capacity of the financial institution for in-
creasing its own funds, as well as takes into account the period of activity planning. 
This analysis allows building the more complete picture of a company’s investment 
policy. The optimal control problem is formed in order to find an optimal behavior 
for obtaining the greatest amount of financial resources. The foundation for using 
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Рассмотрим модель инвестиционного поведения финансовой организации в 
виде задачи оптимального управления.

Пусть ];0[ T  — период планирования; )(tx  — собственные средства финансовой 
организации в момент ],0[ Tt∈ ; )(tv  — доля собственных средств, идущая на ин-
вестиции в момент t; )(tu  — отношение привлеченных средств к собственным в 
момент t. Подобные модели уже были рассмотрены [1; 2]
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где 

В рамках рассматриваемой модели ]1,0(∈r  — процентная ставка по инвести-
циям; 10,1 2 ≤≤−= crc , где ]1,0(2 ∈r   — процентная ставка по кредиту. Величина 

0>= constg  характеризует верхнюю границу темпа прироста собственных средств 
финансовой организации, что подчеркивает ее ограниченные возможности по на-
ращиванию собственных средств.

Проведем исследование полученной задачи на основе принципа максимума 
Понтрягина [3; 4; 5; 6].

Функция Понтрягина для построенной задачи будет иметь вид

( ) .)1()(,,, xvuxvucrvuxH −−++=ψψ

С учетом этого сопряженное уравнение запишем в виде

0)(, =−= TH x ψψρψ .

Построим пару сильно х-экстремальных управлений

,

где Xtx ∈)(  — произвольная фазовая траектория из множества всех фазовых тра-
екторий задачи. Подставим значение функции Понтрягина:

так как 0)( ≥tx . С учетом этого можно утверждать, что сильно х-экстремальные 
управления будут оптимальными в рассматриваемой задаче [7, 8].

Таким образом, для поиска оптимальных управлений необходимо решить сле-
дующую задачу

Поскольку 0)( ≥tx , то задача на поиск управлений )(* tu  и )(* tv  эквивалентна 
задаче

max,21 →+ vyuy  
                                              (1)

где

,1)(1 −= cry ψψ                                            (2)

.1)(2 −= ψψ ry                                             (3)
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Полученная задача является задачей линейного программирования с двумя 
переменными, поэтому ее можно решить графически [9; 10; 11]. Построив допу-
стимое множество, видим, что задача распадается на два случая в зависимости от 
конкретных начальных условий.

Поскольку особенностью задач линейного программирования является то, что 
наибольшее значение целевой функции достигается в вершине (угловой точке) до-
пустимого множества, то в основе анализ построенной задачи лежит определение 
расположения целевого вектора.

Проанализируем задачу (1) в зависимости от значений 1y  и 2y , а также отно-
шения 

r
g .

Рассмотрим случай, когда 1>
r
g  (случай А). Опираясь на разработанный алгоритм 

решения задачи (1) [12], выделим только возможные ситуации.
Случай, при котором 01 =y  и 02 >y . Решение задачи запишем в виде

.

Графическая иллюстрация решения представлена на рис. 1.

Рис. 1. Оптимальное решение задачи в случае A

В случае, когда 01 >y  и  решением задачи будет

.



Baikal Research Journal
электронный научный журнал Байкальского государственного университета

2017. Т. 8, № 4 2017, vol. 8, no. 4

http://brj-bguep.ru

ISSN 2411-6262

DOI 10.17150/2411-6262.2017.8(4).16

Графическая иллюстрация решения представлена на рис. 2.

Рис. 2. Оптимальное решение задачи в случае A

В случае, когда 01 <y  и 02 <y  Очевидно, что оптимальным решением будет 
точка





=
=

0
0

*

*

v
u

.

Графическая иллюстрация решения представлена на рис. 3.

Рис. 3. Оптимальное решение задачи в случае A
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В случае, при котором , решением задачи будет





=
=

1
0

*

*

v
u

.

Графическая иллюстрация решения представлена на рис. 4.

Рис.4. Оптимальное решение задачи в случае A

Пусть 0,0 21 =< yy , тогда решением задачи будет иметь вид





∈
=

]1,0[
0

*

*

v
u

.

Графическая иллюстрация решения представлена на рис. 5.

Рис. 5. Оптимальное решение задачи в случае A



Baikal Research Journal
электронный научный журнал Байкальского государственного университета

2017. Т. 8, № 4 2017, vol. 8, no. 4

http://brj-bguep.ru

ISSN 2411-6262

DOI 10.17150/2411-6262.2017.8(4).16

Теперь анализируя все случаи получим общее решение задачи (1) (случай A)

В случае, когда отношение 1≤
r
g

, решение задачи будет иметь вид (случай Б)

,0)(* =tu

Представленное решение уже было получено [12].
Приступим к решению задачи А. По найденным управлениям рассчитаем со-

пряженную траекторию ( , , ),  [0; ].t u v t Tψ ∈   Найдем значения 1y  и 2y  в конечный 
момент времени T

Следовательно, 0* =u  и 0* =v . Подставляем данные управления в сопряжен-
ное уравнение

получаем

Решая задачу Коши, получим общую формулу для сопряженной траектории

.1)( 1 ρ
ψ ρ += tect

С учетом 0)( =Tψ , получим

Ttet Tt ≤−= − ,11)( )(ρ

ρρ
ψ .

Подставляем найденное решение в 1y  и 2y  
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Найдем точки переключения 

Прологарифмировав это выражение, получим

отсюда

Обозначим через  точку переключения для )(1 ty . В точке 

0)(11 == tyt τ , при 0)(11 <≤< tyTtτ . 

Аналогично находим точки переключения 

.)(

r
re Tt ρρ −

=−

Прологарифмировав это выражение, получим

отсюда

Обозначим через )ln(1
2 ρρ

τ
−

−=
r

rT  точку переключения. В точке 0)(22 == tyt τ , 

при 0)(22 <≤< tyTtτ . 

Рассмотрим разность 21 ττ −

Так как 

,0>− ρr   ,0>ρ
,0>c   ,01<−c

то получим, что соотношение

а следовательно
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отсюда получаем

Значит .21 ττ <
Найдем знак )(2 ty  в зависимости от расположения 2τ .

1) Если 02 ≤τ , то Ttty ≤≤< 0,0)(2 . Значит 

2) Если T<< 20 τ , то сделаем предположения на знак )(2 ψy  на участке ];0( 2τ
1. 0)(2 <ψy  на 20 τ<< t .
2. 0)(2 =ψy  на 20 τ<< t .
3. 0)(2 >ψy  на 20 τ<< t .
Далее проведем анализ этих ситуаций.
1. Пусть  Следовательно, 0* =v . Подставляем данное управ-

ление в сопряженное уравнение и находим его решение

.

Подставляем найденное решение в 2y

Так как .01 <−⇒<
ρ

ρ rr

На рассматриваемом промежутке

.0110 )()(
2

22 <−⇒<⇒<− −− τρτρτ tt eet
В итоге получаем, что .,0)( 22 τ<> tty  Пришли к противоречию, значит, дан-

ный случай не выполняется.
2. Пусть 22 ,0)),(( τψ <= ttty . Проверим возможность скользящего режима

,1),(2 −= ψψ rty   то .1
r

=ψ

Проведем проверку с помощью дифференцирования по t

Вернемся к сопряженному уравнению
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,01 =+−−= vvrψψρψ
так как 0)1( =−ψrv , то получаем

Пришли к противоречию, значит, данный случай не выполняется.
3. Пусть теперь  Следовательно, 1* =v . Подставляем данное 

управление в сопряженное уравнение

,0)(),1()( =−−−+−= Tvuvucr ψψψρψ

получаем

Решим поставленную задачу Коши. Уравнение представляет собой однородное 
линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка. Проинтегрировав, находим 
решение

Подставляем полученное выражение в 

Так как r<< ρ0  и 2τ<t , то . Тогда

отсюда получаем .0,0)( 22 τ<≤> tty
Это не противоречит нашим предположениям, следовательно, данный случай 

выполняется.
Таким образом, в момент времени )ln(1

2 ρρ
τ

−
−=

r
rT  сопряженная траектория 

имеет вид

С учетом этого

Найдем новую точку переключения 

Прологарифмировав это выражение, получим

отсюда  Обозначим через  точку переключения. В 

точке 0)(13 == tyt τ , при 0)(13 <≤< tyTtτ . 
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Найдем знак )(1 ty  в зависимости от расположения 3τ .
1) Если 03 ≤τ , то Ttty ≤≤< 0,0)(1 . Значит

.
,0

0,1

2

2*





≤≤
<≤

=
Tt

t
v

τ
τ

2) Если T<< 30 τ , то сделаем предположения на знак )(1 ψy  на участке ];0( 3τ
1. 0)(1 <ψy  на 30 τ<< t .
2. 0)(1 =ψy  на 30 τ<< t .
3. 0)(1 >ψy  на 30 τ<< t .
Далее проведем анализ этих ситуаций.
Пусть .,0)),(( 31 τψ << ttty  Следовательно, 0* =u . Подставляем данное управле-

ние в сопряженное уравнение и находим его решение

Проинтегрировав, получим

Подставляем найденное решение в выражение для ),(1 ty ψ

Так как ,0<− rρ  и на рассматриваемом промежутке 03 <−τt , то

В итоге получаем, что .,0)( 31 τ<> tty  Пришли к противоречию, значит, дан-
ный случай не выполняется

2. Пусть . Проверим возможность скользящего режима

  тогда 

Проведем проверку с помощью дифференцирования по t

Вернемся к сопряженному уравнению

Так как  то получаем
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Пришли к противоречию, значит, данный случай не выполняется.

3. Пусть теперь  Следовательно, .

Подставляем данное управление в сопряженное уравнение

получаем

Решим поставленную задачу Коши. Уравнение представляет собой неоднород-
ное линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка, его решение находится 
по стандартной формуле.

Подставляем полученное выражение в 

Рассмотрим знак )(1 ty  в зависимости от знака выражения )( g−ρ
а) если 0)( <− gρ , то  тогда учитывая, что 0)( <− rρ  по усло-

вию задачи, получаем 0)(1 >ty .
b) если 0)( >− gρ , то тогда учитывая, что 0)( <− rρ  по условию 

задачи, получаем 0)(1 >ty .
В итоге, получаем .,0)( 31 τ<> tty
Это не противоречит нашим предположениям, следовательно, данный случай 

выполняется.
Таким образом, получили, что в момент времени  сопряженная 

траектория имеет вид

С учетом этого 

Найдем следующую точку переключения  и обозначим ее через
 

Так как 34 ττ > , то точек переключения больше нет.
В результате получили экстремальные управления
1. Если 02 ≤τ , то есть

 , 
тогда
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Соответствующая фазовая траектория .)( 0
* xtx =

2. Если 02 >τ , то есть , но 03 ≤τ , то есть , 
тогда

Соответствующая фазовая траектория

3. Если 03 >τ , то есть , тогда

Соответствующая фазовая траектория

Проводя аналогичные рассуждения в случае Б получим экстремальные управ-
ления вида:

1. Если 01 ≤τ , то есть , тогда 

Соответствующая фазовая траектория

0
* )( xtx = .

Если 01 >τ , то есть )ln(1
ρρ −

>
r

rT , тогда 
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Соответствующая фазовая траектория

.

Приведем экономическую интерпретацию оптимального управления для слу-
чая А:

1. 0)(,0)( ** == tvtu  на всем отрезке, если .

В этом случае наиболее выгодно ничего не предпринимать: ни привлекать, ни 
размещать капитал.





≤≤
<≤

== ,
,0

0,1
)(,0)(

2

2**

Tt
t

tvtu
τ

τ
 если 0,0 23 >< ττ .

Если , то в этом случае привлекать допол-

нительные средства нецелесообразно на всем периоде планирования. Все собствен-

ные средства подлежат размещению в первом периоде планирования, а  во втором 

периоде при  размещать собственные средства не выгодно.

2.  если 03 >τ .

Если , то на первом этапе выгодно привлекать капи-

тал извне так, чтобы он составлял  часть собственного. Кроме того, выгодно 

разместить все свободные средства (например, выдав кредит). Во втором периоде 
нужно продолжать вкладывать собственный капитал для получения прибыли, но 
привлекать ресурсы извне уже не рекомендуется. В последнем периоде остается 
только ждать прибыли, которая максимизируется благодаря правильно выбран-
ным стратегиям на ранних этапах работы.

Приведем экономическую интерпретацию оптимального управления для слу-
чая Б:

0)(,0)( ** == tvtu  на всем отрезке, если )ln(1
ρρ −

≤
r

rT .

В этом случае выгоднее ничего не предпринимать: ни привлекать, ни разме-
щать капитал.

 если )ln(1
ρρ −

>
r

rT .
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В этом случае привлекать дополнительные средства нецелесообразно на всем 
периоде планирования. Доля собственных средств, подлежащих размещению, в 

первом периоде должна составлять 
r
g

 , а во втором периоде при  

размещать собственные средства не выгодно.
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