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Аннотация. При исследовании сложных экономических, сельскохозяй-
ственных, энергетических, производственных и других систем с той или иной 
интенсивностью в последние два десятилетия использовались машинные 
имитационные эксперименты, основу которых составляют методы математи-
ческой статистики и методы решения специфических экстремальных задач. 
В статье представлены вопросы моделирования и прогнозирования эконо-
мических систем. Рассматривается имитационный метод статистической 
аппроксимации, ориентированный на комплекс математико-статистических 
методов и моделей. Дается определение системы многооткликовых аппрокси-
мирующих моделей, описаны способы построения и предложен метод провер-
ки их адекватности. Приводятся обобщенная технологическая схема процесса 
построения моделей и алгоритм вычисления коэффициентов регрессионных 
уравнений многооткликовых моделей. Находятся оценки параметров ап-
проксимирующих моделей, проверяется адекватность каждой конкретной 
функции. Результаты проведенного исследования показали работоспособ-
ность разработанной многооткликовой экономической модели и возможность 
эффективного ее использования в прогнозировании. 
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Abstract. Investigations of complex economic, agricultural, energetical, in-
dustrial and other systems with various intensity have been making use during two 
decades of machine simulation experiments which basics is composed by methods of 
mathematical statistics and methods of solving specific extremal tasks. The article 
presents the issues of modeling and forecasting economic systems. It considers a 
simulation method of statistical approximation oriented to a complex of mathe-
matical and statistical methods and models. It gives the definition of a system of 
multi-response approximating models, describes ways of building-up and offers a 
method of verifying their adequacy as well as summarizes the technological scheme 
of the model building-up process and the algorithm for computing coefficients of 
regression equations for multi-response models. The article identifies parameter 
assessments for approximating models, verifies the adequacy of each specific func-
tion. The results of the investigation have shown the feasibility of the developed 
multi-response economic model and the possibility of its efficient use in forecasting. 
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Нгуен Ван Дык

Моделирование экономических систем изучает целостную макроэкономи-
ческую систему: национальную экономику, экономику региона, а также вза-
имодействие таких систем. Математические модели и методы моделирования 
экономических объектов являются необходимыми для управления экономи-
ческими объектами. Моделирование экономических систем актуально для 
специалистов по управлению экономическими объектами, особенно для тех, 
кто связан с созданием автоматизированных систем управления экономиче-
скими объектами.

В основе предлагаемой работы лежит имитационный метод статистической 
аппроксимации, ориентированный на комплекс математико-статистических 
методов и моделей. Применение этого метода особенно важно на стадии прогно-
зирования сложных экономических систем, когда речь идет об исследовании 
влияния нескольких ключевых факторов на поведение моделируемой системы.

Согласно классификации моделирования экономических систем они могут 
быть как многооткликовые, так и однооткликовые. Про однооткликовые си-
стемы написано достаточно много (см. напр.: [4; 8; 10]).

В статье рассматриваются элементы многооткликового регрессионного 
анализа, являющиеся основой для расчета оценок параметров при построении 
модели процесса. В многооткликовом случае имеется большое разнообразие 
возможных типов линейных моделей, которые можно использовать для опи-
сания поведения объекта исследования. Мы рассмотрим традиционную мно-
гооткликовую модель, модель псевдонезависимых регрессий и модель с общи-
ми параметрами, оставляя в стороне такие типы, как системы одновременных 
уравнений [3]. 

Характерной особенностью традиционной многооткликовой модели яв-
ляется то, что в уравнениях регрессии всех откликов одинаковый состав ре-
грессоров, а также она не предусматривает взаимодействие между откликами. 
Таким образом, актуальность исследования обусловлена необходимостью раз-
работки математических моделей экономических систем в случае одновремен-
ного измерения нескольких выходных величин.

Основным этапом при разработке имитационным методом статистической 
аппроксимации моделей сложных экономических систем с большим коли-
чеством входов и несколькими выходами (откликами) является построение 
систем многооткликовых аппроксимирующих моделей (рис. 1). Предлагае-
мая упрощенная схема многоуровневой иерархии имитационного моделиро-
вания, в рамках которой выделены основные этапы исследования сложных 
экономических систем, позволяет с содержательной точки зрения обосновать 
эффективность использования методов регрессионного анализа для их ап-
проксимации. Особое внимание при этом уделяется необходимости примене-
ния машинных имитационных экспериментов, для которых сформулированы 
основные принципы построения моделирующих алгоритмов с целью решения 
конкретных задач аппроксимации сложных моделей экономических систем. 
В настоящее время рассматриваются несколько разновидностей аппроксима-
ционных задач:

– детерминистическая аппроксимация [2; 4; 9]; 
– классическая регрессия [2; 4]; 
– регрессионные модели второго рода. 
Решение задачи аппроксимации в целом можно выполнить лишь в процес-

се имитационного эксперимента [1; 6; 11]. Предлагаемый способ построения 
многооткликовых аппроксимирующих моделей позволяет легко учитывать 
различные структуры откликов. Рассматриваются некоторые частные, но 
важные в имитационных экспериментах варианты модели [12]:
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( , ) , 1, ,i i iy x i n= η Θ + ε =
где 1( , ..., )T

i i iy y y=   — результаты измерений в точке xi или зависимые пере-
менные (отклики); 1( , ) ( , ), ..., ( , )T

i i ix x xΘ = η Θ η Θη   — заданные функции; 

1( , ..., )T
i i kix x x=  — независимые переменные; εi — случайные ошибки.

 

Формирование совокупности 
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Математико-статический анализ
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да
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Принятие решения 

Проверка адекватности 
системы 
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                Постановка задачи:
а. Анализ проблемы
б. Спецификация задачи
в. Анализ структуры системы
г. Формирование общей цели иссле-
дования 

Построение системы
многооткликовых

аппроксимирующих моделей

Выдвижение новых гипотез 
о функционировании

и прогнозировании систем 

Корректировка исходной 
математической модели 

системы, уточнение
исходной информации

Рис. 1. Блок-схема имитационного метода статистической аппроксимации 

Величины 1 2, , ...,y y y  могут быть коррелированны. Можно предпола-
гать их дисперсионную матрицу известной:

2
11 12 1

2
21 22 2

2
1 2

...

...
( / ) .

... ... ... ...

...

l

l

l l ll

D y x

δ δ δ

δ δ δ
=

δ δ δ
При линейной параметризации функции ( , )T

ix Θη  представлены в виде

( ) ,( , ) T xx F Θη Θ =
где 1( , ..., )T

m= θ θΘ  — неизвестные параметры;
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11 1

1

1

( ( ),... ( )) .

( ) ... ( )

( ) ... ... ...

( ) ... ( )m m

f x f x

f x f x

F x

f x f x

 
 
 
  

= =






Здесь fαj = (x) — непрерывные функции; ,x X∈  при этом область X ком-
пактная.

При линейной параметризации наилучшие линейные несмещенные оцен-
ки [7] имеют следующий вид: 

1ˆ ,M Y−Θ =
где

1

( ) ( );
n

T
i i i

i

F x F xM
=

ω= ∑
 

1

( ) ;
n

i i i
i

F x yY
=

ω= ∑
 

1( / ).i iD y x−=ω
Разработанную автором модель применили для анализа и прогнозирова-

ния развития экономической системы Вьетнама. Ретроспективные данные за 
последние 18 лет приведены в табл. 1. Исходная задача представлена в виде 
упрощенной кибернетической системы S (рис. 2). 

Таблица 1
Данные факторов и откликов за 1995–2012 гг.

Год X1 X2 X3 Y1 Y2

1995 (1) 71 995,5 72 447 112 580,0 228 892 62 131
1996 (2) 73 156,7 87 394 149 432,0 272 036 74 117
1997 (3) 74 306,9 108 370 180 428,9 313 623 88 754
1998 (4) 75 456,3 117 134 208 676,8 361 017 104 875
1999 (5) 76 596,7 131 171 244 137,5 399 942 110 503
2000 (6) 77 635,4 151 183 317 991,2 441 646 130 827
2001 (7) 78 685,8 170 496 395 809,2 481 295 150 033
2002 (8) 79 727,4 200 145 476 350,0 535 762 177 983
2003 (9) 80 902,4 239 246 620 067,7 613 443 217 434
2004 (10) 82 031,7 290 927 80 8958,3 713 071 253 686
2005 (11) 82 749,2 343 135 988 540,0 914 000 298 543
2006 (12) 83 311,2 404 712 1 199 139,5 1 061 600 358 629
2007 (13) 84 218,5 532 093 1 466 480,1 1 246 800 493 300
2008 (14) 85 118,7 616 735 1 903 128,1 1 616 000 589 746
2009 (15) 8 6025,0 708 826 2 298 086,6 1 809 100 632 326
2010 (16) 86 932,5 830 278 2 963 499,7 2 157 800 770 211
2011 (17) 87 840,0 877 850 3 695 091,9 2 779 900 827 032
2012 (18) 88 772,9 989 300 4 627 733,1 3 245 400 884 160

Объект 
исследования S

X1Входные 
факторы

Выходные 
переменные 
(отклики)

X2

Xk

Y1

Y2

Yl

Рис. 2. Кибернетическая схема связей экономической системы
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u В качестве откликов выбрали следующие показатели: Y1 — валовой вну-

тренний продукт (ВВП), млрд донгов; Y2 — валовое накопление капитала 
(ВНК), млрд донгов. В качестве факторов, влияющих на отклики, использова-
ли такие показатели, как X1 — население, тыс. чел.; X2 — инвестиция, млрд 
донгов; X

3
 — валовая продукция промышленности (ВПП), млрд донгов.

При этом за основу дальнейших исследований была взята модель

1 1 1

2 2 2

( , )
.

( , )

y x

y x

= η θ + ε
 = η θ + ε

Или по другой формуле

1 11 11 12 12 1 1 1 1

2 21 21 22 22 2 2 2 2

( ) ( ) ... ( )
.

( ) ( ) ... ( )
m m

m m

y f x f x f x

y f x f x f x

= θ +θ + + θ
 = θ +θ + + θ

При решении задачи получили следующие значения:
– количество наблюдений n = 18;
– количество коэффициентов уравнения m

1 
= 4 и m

2
 = 3;

– количество откликов l = 2;
– функции f11(x) = 1; f12(x) = X1; f13(x) = X2; f14(x) = X3; f21(x) = 1;   

f22(x) = X2 / X1; f23(x) = X3; f24(x) = 0. 
На основе данных, полученных путем реализации имитационных экспери-

ментов, получена модель экономической системы:

1 1 2 3�

2
2 3

1

138 974,96 4,14 0,36173 0,581 82

.
28 587,74 81156,22 0,005 325 8 ���������

Y X X X

X
Y X

X

= − + + +

 = − + +

Значения результирующего показателя, взятые из табл. 1, можно назвать 
фактическими, а значения, рассчитанные с помощью уравнений регрессии 
для фактических значений факторов, можно назвать расчетными. Фактиче-
ские и расчетные значения приведены в табл. 2 и показаны на рис. 3 и 4. 

Таблица 2
Фактические и расчетные значения

Год Y1 1Ŷ Y2 2Ŷ

1995 (1) 228 892 250 793 62 131 53 677
...
2011 (17) 2 779 900 2 692 085 827 032 802 145
2012 (18) 3 245 400 3 278 886 884 160 900 476

                        
а)                                                                                    б)

Рис. 3. График фактических и расчетных значений, млн донгов:  
а — валовой внутренний продукт; б — валовое накопление капитала
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а)  

млн донгов

ВПП, млн донгов

Инвестиция, млн донгов

Население, тыс. чел.

                                                                                                         б)

Рис. 4. Динамика факторов (а) и откликов (б)

О качестве моделей регрессии можно судить по значениям коэффициента 
детерминации. Коэффициентом детерминации, или долей объясненной дис-
персии y, называется [5]. О качестве моделей регрессии можно судить по зна-
чениям коэффициента детерминации (или доли объясненной дисперсии y [5]):

.

. .

2 .1 ост

об

R

щ общ

SS SS
R

SS SS
= − =

При этом общая сумма квадратов

2
.

1

( )
n

iоб
i

щ y ySS
=

−= ∑
разбивается на две части — объясненную регрессионным уравнением и не объ-
ясненную (т. е. связанную с ошибками εi):

. .,Rобщ остSS SS SS= +
где 

2

1

ˆ( ) ;
n

R i
i

SS y y
=

= −∑

2
.

1

( ) .
n

общ i
i

SS y y
=

= −∑
В силу определения 0 ≤ R2 ≤ 1 возможны два случая: 
– если R2 = 0 — значит, что регрессия ничего не дает, т. е. фактор x не улуч-

шает качество предсказания yi по сравнению с тривиальным предсказанием 
ˆ ;iy y=

– если R2 = 1, то это означает точную подгонку: все наблюдаемые значения 
(xi, yi) лежат на регрессионной прямой (все остатки εi = 0).

Чем ближе к 1 значение R2, тем лучше качество подгонки или качество ре-
грессии, ŷ  более точно аппроксимирует y.
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стические критерии точности, что и для трендовых моделей, в частности, сред-
няя относительная ошибка аппроксимации 

1

ˆ :

100%,

n

i i i
i

y y y

A
n

=
−

=
∑

где A  — ошибка аппроксимации; yi — фактические значения; ˆ iy  — расчетные 
значения.

Проверка значимости модели регрессии проводится с использованием 
критерия Фишера, расчетное значение которого находится как отношение 
дисперсии исходного ряда наблюдений изучаемого показателя и несмещен-
ной оценки дисперсии остаточной последовательности для данной модели. 
Если расчетное значение этого критерия со степенями свободы v1 = n – 1 и  
v2 = n – m – 1, где n — количество наблюдений и m — число включенных в мо-
дель факторов, больше табличного значения критерия Фишера при заданном 
уровне значимости, то модель признается значимой.

В нашей задачи коэффициенты детерминации R2 составили 0,997 8 и 
0,998 2 соответственно. Адекватность полученных моделей проверялась с ис-
пользованием критерия Фишера, по результатам проверки модели признаны 
адекватными. Ошибка аппроксимации составляет менее 5 % среднего значе-
ния зависимой переменной. На основании математической модели можно про-
гнозировать значение ВВП, ВВК при заданных значениях факторов.

При долгосрочном прогнозировании перечисленных показателей экономи-
ческой системы предполагаются заданными: 

– отчетные значения факторов x1, x2, x3 и откликов y1, y2, по которым опре-
деляются численные параметры функциональных зависимостей между ними; 

– прогнозные значения факторов, по которым с помощью найденных 
функциональных зависимостей дается прогноз откликов (рис. 4). При этом 
количество реализаций значений {xi} и {yi}, т. е. продолжительность периода 
«обучения», должно быть значительно больше длительности собственно пери-
ода прогнозирования. 

Как и в любой статистической модели, параметры функциональной зави-
симости и, следовательно, значения прогнозных показателей могут быть полу-
чены в виде доверительных интервалов регрессии 

1( ) ,T T
j p py t S x X X x−

α±
где tα — табличное значение t-критерия (Стьюдента) при заданной (обычно 
95%-ной) доверительной вероятности; S — стандартная ошибка, вычисляе-
мая по формуле

2

1

( )

;
1

n

i i
i

Y Y

S
n m

=
−

=
− −

∑


1 2(1, , , ..., )T
p mx x x x=  — вектор прогнозных значений факторов с учетом их 

парного взаимодействия; 1,p n=  — номер наблюдения.
Таким образом, многооткликовые регрессионные модели являются одним 

из наиболее естественных инструментов при имитационном экспериментиро-
вании над моделями сложных экономических систем. На основе многооткли-
ковой математической модели экономической системы возможно, в частно-
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сти, реализовать метод прогнозирования с учетом доверительного интервала. 
Так, возможности применения предлагаемого автором метода в последнее вре-
мя обсуждаются во Вьетнаме.
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