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К ВОПРОСУ О РАСЧЕТЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ СТЕНОК  
СО ВСТРОЕННЫМИ НАГРЕВАТЕЛЬНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ  

В АВТОКЛАВАХ ВЫСОКОГО ДАВЛЕНИЯ

Описан метод учета упругих свойств не сплошного цилиндрическо-
го слоя с нагревательными элементами в сборной конструкции стенки 
автоклава. Доказана возможность эффективного определения условно-
го модуля упругости этого слоя по приведенной номограмме.

Ключевые слова: несущая стенка, нагревательные элементы, дис-
танционные планки, автоклав, контактное давление.

D.A. Elovenko
O.V. Repetskiy

ON ISSUE OF CALCULATION OF CYLINDRICAL WALLS  
WITH INBUILT HEATING ELEMENTS  

IN HIGH-PRESSURE AUTOCLAVES

This paper describes the method of calculating elastic properties 
of discontinuous cylindrical layer with heating elements in integrated 
structure of autoclave’s wall. The authors prove it possible to efficiently 
define the layer’s conventional elasticity modulus on the basis of the given 
nomographic chart. 

Keywords: load-bearing wall, heating elements, distance plates, 
autoclave, contact pressure.

В автоклавах высокого давления со встроенными в цилиндрическую 
стенку нагревательными элементами [1] расчет напряженного состоя-
ния стенки корпуса на стадии проектирования может быть сделан с ис-
пользованием программы [2]. Однако в этой программе не учитываются 
геометрические особенности слоя, который образован дистанционными 
планками и нагревательными элементами. Этот слой не может воспри-
нимать кольцевые силы. Также не представляется возможным описать 
аналитически характер периодического контактного взаимодействия 
находящихся в его составе дистанционных планок с соседними цилин-
дрическими слоями. Учитывая эти факты, предлагаем рассматривать 
слой с нагревательными элементами как цилиндр, имеющий особый 
модуль упругости. Величина этого модуля может быть подобрана ана-
литически. Для решения этой задачи необходимо рассмотреть условия 
совместности деформаций контактных поверхностей составного трех-
слойного цилиндра с разными модулями упругости слоев и аналогичной 
конструкции, средний слой которой образует дистанционные планки и 
нагревательные элементы.

1. Рассмотрим составной цилиндр рис. 1, с модулями упругости 
слоев Е1, Е2, Е3, находящийся под действием постоянного внутреннего 
давления Р0.

УДК 004.94
ББК 32.816



2
0

1
2

. №
 1

ht
tp

://
ei

zv
es

tia
.is

ea
.ru

И
З

В
Е

С
Т

И
Я

И
Р

К
У

Т
С

К
О

Й
 

Г
О

С
У

Д
А

Р
С

Т
В

Е
Н

Н
О

Й
Э

К
О

Н
О

М
И

Ч
Е

С
К

О
Й

 
А

К
А

Д
Е

М
И

И
(Б

ай
ка

ль
ск

ий
 г

ос
уд

ар
ст

ве
нн

ы
й 

ун
ив

ер
си

те
т 

эк
он

ом
ик

и 
и 

пр
ав

а)

Э
ЛЕ

КТ
РО

Н
Н

Ы
Й

 Н
АУ

Ч
Н

Ы
Й

 Ж
УР

Н
А

Л

Д.А. Еловенко, О.В. Репецкий

r0
r1

r2 r3

P0
123

Рис. 1. Схема трехслойного цилиндра,  
нагруженного внутренним давлением

Перемещения на текущем радиусе толстостенного цилиндра опреде-
ляются по формуле [3; 4]:

( ( )).t t r z

r
u r

E
ε σ µ σ σ= = − +

Предполагаем, что цилиндр с днищами и осевые напряжения в нем 
равны:

0
2

,
1z

P
σ

β
=

−

где
 

3

0

.
r

r
β =

Тогда на радиусе r1 первого слоя перемещения равны:

01
1 1 1 0 1 12

1

( ) ( , ) ( ) ,
1t t

Pr
u r r P P P

E
ε σ µ µ

β
  

= = − − −   −  
или с учетом выражений для кольцевых напряжений по формулам Ламе 
[3; 4]:

22 2
0 0 01 1 1 1

1 1 12 2 2 2 2
1 1 1 1 1

( ) 1 1 ( ) .
1 1 1

P r Pr r P
u r P

E r r

β
µ µ

β β β

       
= + + − + − − −       − −  −        

(1)

Аналогично определяем перемещения на внутреннем радиусе второ-
го слоя (рис. 1):

2 2 2
01 1 2 2 2 1

2 1 12 2 2 2 2
2 2 1 2 1

( ) 1 1 ( ) ,
1 1 1

Pr P r P r
u r P

E r r

β
µ µ

β β β

       
= + + − + − − −       − −  −        

(2)

и на наружном радиусе второго цилиндра:
2 2 2

02 1 2 2 2 1
2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( ) 1 1 ( ) .
1 1 1

Pr P r P r
u r P

E r r

β
µ µ

β β β

       
= + + − + − − −       − −  −        

(3)
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На внутреннем радиусе третьего цилиндра перемещения равны:
2

3 02 2
3 2 22 2 2

3 3 2

( ) 1 ( ) .
1 1

r Pr P
u r P

E r
µ µ

β β
    

= + − − −   −  −     
(4)

Условия совместности деформаций для составного цилиндра (рис. 1) 
имеют вид:

1 1 2 1

2 2 3 2

( ) ( );

( ) ( ).

u r u r

u r u r

=
 =  

(5)

Полагая, что наружный и внутренний цилиндры выполнены из од-
ного материала, Е1 = Е3, запишем систему уравнений (5) с учетом выра-
жений (1), (2), (3) и (4):

22 2
0 0 01 1 1 1

12 2 2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2
01 1 2 2 2 1

12 2 2 2 2
2 2 1 2 1

2
2 1 2 2

2 2
2 2 2

1 1 ( )
1 1 1
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1
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P

E r r

Pr P r P r
P

E r r

r P r P

E r

β
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β β β

β
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β β β

β

       
+ + − + − − − =       − −  −      

       
= + + − + − − −       − −  −      

 
+ + − −  

2 2
02 1

22 2 2
2 2

2
3 02 2

22 2 2
1 3 2

1 ( )
1 1

1 ( ) .
1 1

Pr
P

r

r Pr P
P

E r

β
µ µ

β β

µ µ
β β










      
+ − − − =      −  −    

     = + − − −    −  −     

(6)

Разрешая систему (6) относительно неизвестных контактных давле-
ний Р1 и Р2, получим:

2 2
2 2 32 2

1 3 1 2 2 2
1 1 3 1 2 2 2

0
22 2

1 2 1

( 1) ( 1)1 1
( )

2 ( 1) ( 1)

1 1
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r E E E E
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E

r E E

β β
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β β

µ
β
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= − + − + −   − −  

 
− −  −  

 

(7)

2 22 2
3 11 2

0 2 22 2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 1 1 1

2 2 22 2
2 3 12 1
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E E E E E E r E E E
P

E r r
r E E E

µβ βµ µ
β β β β β

β βµ
β β

         −+ +− + − + + − −         − − − − −         
=

 − +− − + + − − 

22 2
2 32 2

22 2 2
2 2 1 3 1 2 2

.
( 1)1) ( 1)1 1

( 1) ( 1) ( 1)

E
E

E E E E
ββ βµ

β β β
    ++ ++ − +    − − −    

2. Рассмотрим теперь составной цилиндр, средний слой которого 
образован дистанционными планками и нагревательными элементами 
(рис. 2), находящийся под действием внутреннего давления Р0.

Для конструкции (рис. 2), интегральное условие равновесия имеет 
вид:

31 2

0 1 2

0 0.
rr r

t t t
r r r

P rσ σ σ+ + =∫ ∫ ∫
 

(8)

В формуле (8) кольцевые напряжения во внутреннем цилиндре на те-
кущем радиусе по формулам Ламе равны:

22 2
0 01 1 1

0 1 2 2 2 2
1 1

( , ) 1 1 ,
1 1t t

P rr P
P P

r r

β
σ σ

β β
   

= = + + − +    − −      
(9)

где 1
1

0

.
r

r
β =
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Рис. 2. Схема трехслойного цилиндра, средний слой которого образован 
дистанционными планками и нагревательными элементами

Средний слой представляет собой разрезанное кольцо, следователь-
но, кольцевые напряжения в нем равны нулю:

1 2( , ) 0.t t P Pσ σ= =
Кольцевые напряжения в наружном цилиндре на текущем радиусе r 

имеют вид:
2

32
2 2
3

1 ,
1t

rP

r
σ

β
 

= + −    
(10)

где
 

3
3

2

.
r

r
β =

Тогда условие равновесия (8) с учетом выражений (9) и (10) можно 
записать:

31

0 2

2 22 2
0 0 31 1 1 2

0 02 2 2 2 2 2
1 1 3

1 1 1 .
1 1 1

rr

r r

P r rr P P
dr dr P r

r r r

β
β β β

        
+ + − + + + =         − − −         ∫ ∫  (11)

Интегрируя выражение (11) получим:

1 1 2 2.Pr P r=  (12)

Для этой конструкции условие совместности деформаций может 
быть записано в виде:

01 2 2 1
1 1 3 2 2

( )
( ) ( )

2 1

PP P r r
u r u r

Е
µ

β
 + −

= + +  − 
положим в этом выражении Е1 = Е3 (модули упругости первого и третье-
го цилиндра равны) и получим:

( )1 1 1

01 2
2 2 2 2 12

( ) ( )

( ( ) ( )) ( ).
2 1

t z r

t z r

r r r

PP P
r r r r r

σ µσ µσ

σ µσ µσ µ
β

− − =

 +
= − − + + −  −   

(13)

Запишем систему уравнений (12) и (13) для определения контактных 
давлений:

Д.А. Еловенко, О.В. Репецкий
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0 0 01 1 1
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2
3 0 02 1 2

2 2 2 12 2 2 2
3 2

1 1 2 2

1 1 ( )
1 1 1

1 ( ) ( );
1 1 2 1

.

P r Pr P
r P

r r

r P PP P P
r P r r

r

Pr P r

β
µ µ

β β β

µ µ µ
β β β

        
+ + − + − − − =        − −  −      


       += + − − − + + −     −  −   −    


 =  

(14)

Преобразуя систему (14) относительно контактного давления Р1 по-
лучим:

1 0
1 2 2 2 2

2 1 3 1 2 1 2
1 1 2

3

2
.

( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)

( 1) 2

r P
P

r r
r

β β β ββ
β

=
 + − − −+ + + −   

(15)

Выражение для контактного давления Р2 соответственно примет вид:
2

1 0
2 2 2 2 2

2 1 3 1 2 1 2
1 1 22

3

2
.

( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)

( 1) 2

r P
P

r r
r r

β β β ββ
β

=
 + − − −+ + + − 

Таким образом, появляется возможность подобрать значения общего 
модуля упругости Е2 для цилиндра, моделирующего средний слой в со-
ставном цилиндре (рис. 2). Результаты расчетов при заданных β1 и β2 для 
разных β реализованы в номограмме (рис. 3). Кривые, построенные по 
формуле (7) необходимо использовать для определения Е2 путем выбора 
нужной толстостенности цилиндрической части корпуса автоклава и оп-
ределения расчетного значения Р1 по формуле (15). Из точки пересечения 
этого значения на вертикальной оси, с выбранной по значению толстос-
тенности кривой, восстанавливается перпендикуляр к горизонтальной 
оси. Эта точка будет являться соответствующим искомым модулем упру-
гости Е2. На рис. 3 показан пример кривой для определенных β1 и β2.
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Рис. 3. Номограмма для выбора условного модуля упругости Е2  
для слоя с нагревателями
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В работе получены аналитические решения для определения контакт-
ных давлений в составной трехслойной цилиндрической стенке и анало-
гичной конструкции, средний слой которой образован дистанционными 
планками и нагревательными элементами. Приведена номограмма для 
выбора условного модуля упругости Е2 для слоя с нагревателями. Это 
позволяет определять модуль упругости слоя с дистанционными планка-
ми и нагревательными элементами при расчете напряженного состояния 
цилиндрических стенок конструкций, подобных описанной в статье [1], 
принимая многослойную стенку за нагревателями как один сплошной 
монолитный цилиндр. Также на основе полученных результатов можно 
уточнить программу [2].
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