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АНАЛИЗ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КОЛЬЦЕВЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Рассматривается математическое моделирование и решение задачи 
свободных колебаний круглых пластин с использованием кольцевых 
элементов и метода конечных элементов. Дана полная информация о 
проблемах вибраций, которая служит входной характеристикой при 
проектировании, изготовлении и эксплуатации деталей.

Ключевые слова: круглая пластина, свободное колебание, кольце-
вой элемент, метод конечных элементов.

O.V. Repetskiy
Do Manh Tung

ANALYSIS OF FREE VIBRATIONS OF CIRCULAR PLATES 
WITH ANNULAR ELEMENTS

This paper deals with mathematical modeling and solving the problem 
of free vibrations of circular plates with annular elements and using 
the method of finite elements. It also gives full information about the 
problems of vibrations, which is characteristic of the input in the design, 
manufacture and operation details.

Keywords: circular plate, free vibration, annular element, finite 
element method.

Круглые пластинки и оболочки вращения широко применяются в 
различных отраслях: машиностроение, в научных исследованиях, в при-
боростроении, в химическом машиностроении, в авиации и т.д. Практи-
ка эксплуатации машин показывает, что достаточный запас прочности 
деталей при статическом нагружении не дает полной гарантии надеж-
ной работы. Множество деталей разрушаются при работе от усталости. 
Это вызывает необходимость исследования как собственных частот, так 
и распределения динамических напряжений в деталях по положению и 
материалу деталей. В этой работе даны математическая модель, реше-
ние задачи о собственных колебаниях круглых пластин с использовани-
ем кольцевых элементов.

Дифференциальное уравнение изгиба круглой пластины постоянной 
толщины в полярных координатах имеет вид [1; 6]

2

2
0,

h w
w

D t

ρ ∂∇∇ + =
∂  

(1)

где ∇  — оператор Лапласса в полярных координатах r и θ; w — прогиб; 
ρ — плотность; D = (Eh3) / 12(1 – μ2) — цилиндрическая жесткость; h — 
толщина пластины.

Решение дифференциального уравнения для собственных колебаний 
имеет вид 

( , , ) ( , )( cos sin ),w r t w r A pt B ptθ θ= +  (2)
где w  — функция формы только от полярных координат, без учета 
времени.

УДК 336.71
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Можно представлять эту функцию c m узловых диаметров в виде [1; 6]

( , ) ( )cos .w r w r nθ θ=
Подставив выражение (2) в (1) получим  

4 0,w k w∇∇ − =
где k — корень частотного уравнения, определяющий частоту колебаний 
и зависящий от граничных условий пластины (величина безразмерная) 

4 2
4 ,

ha p
k

D

ρ=

где а — внешний радиус пластины.
Частота собственных колебаний круглых (сплошных) и кольцевых 

пластин имеет вид
2

1 2
.

2

k D
p

hb ρπ
=

Граничные условия [1; 6] можно представить в виде:
1. Для жестко закрепленного внешнего контура при r = a; w = 0; 

dw / dr = 0. 
2. Для шарнирно-опертого внешнего контура при r = a; w = 0; Mr = 0.
3. Для свободных колебаний Qr = 0; Mr = 0.
При расчете изгибных колебаний круглых пластин переменной 

толщины в ряде случаев целесообразно применять кольцевые конеч-
ные элементы, которые строятся на следующих аппроксимирующих 
полиномах [2] 

w = α1 + α2r + α3r2 + α4r3,  (3)

w = α1 + α2r + α3r2 + α4r3 + α5r4 + α6r5. (4)

Узловыми перемещениями являются соответственно [2]

2

2

{ } , { } .i i

w
w

w
w

r
r

w

r

δ δ

 
   ∂   = =   ∂ ∂   ∂   ∂
 ∂   

(5)

Краткие характеристики кольцевых конечных элементов приведены 
на рис. 1 и 2.
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Число узлов — 2
Степени свободы — w, �r

Число узлов — 2
Степени свободы — w, �r, �rr

Рис. 1. STI2R4 — кольцевой 
конечный элемент для расчета 

изгиба пластин

Рис. 2. STI2R6 — кольцевой 
конечный элемент для расчета 

изгиба пластин
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Из выражений (3), (4), (5) удается выразить произвольные точки эле-
мента через узловые перемещения и определить матрицу формы [2; 3]

{δ} = [N]{δe}.

Использование матрицы [N] позволяет вычислить матрицу масс 
кольцевых конечных элементов. После интегрирования по угловой ко-
ординате, можно получить выражение для матрицы масс в следующем 
виде [2; 5]

2

1

[ ] 2 [ ] [ ] .
r

T
e

r

M N N hrdrπρ= ∫
Для определения матрицы жесткости необходимо последовательно 

найти в произвольной точке деформации [2]
2

2

2

2

2

1
{ } [ ]{ },

2 2

e

d w

dr

dw n
w B

r dr r
n dw n

w
r dr r

ε δ

 
− 

 
 

= − + = 
 
 − + 
 

и напряжения [σ] = [D]{ε}.
Выполняя интегрирование выражения для матриц жесткости коль-

цевых элементов получим [2; 3; 5] 
2

1

[ ] 2 [ ] [ ][ ] .
r

T
e

r

K B D B rdrπ= ∫
Входящая в подинтегральное выражение толщина кольцевого эле-

мента изменяется по линейному закону

2 1 1
1

2 1

( )( )
.

h h r r
h h

r r

− −
= +

−
При интегрировании выражений для матриц масс и жесткости ко-

нечных элементов использовалась пятиточечная схема квадратур Гасс-
Лежандра.

Рассмотрим колебания свободной сплошной круглой пластины с пос-
тоянной толщиной и жестко закрепленным внешним контуром. Конеч-
ноэлементная модель сектора диска на основе кольцевых конечных эле-
ментов STI2R6 с изгибной жесткостью и тремя степенями свободы в узле 
содержит 48 степеней свободы. Значения величины k2 (частотный коэф-
фициент) в зависимости от числа узловых окружностей n и числа узловых 
диаметров m приведены на рис. 4 в виде частотной диаграммы и в табл.1.

Таблица 1
Сопоставление расчетных и теоретических значений 

частотных коэффициентов k2 собственных колебаний диска 

m n = 0 n = 1 n = 2 n = 3
МКЭ [6] МКЭ [6] МКЭ [6] МКЭ [6]

0 10,14 10,21 21,11 21,22 34,63 34,84 50,68 51,04
1 39,49 39,78 60,41 61,00 84,01 88,36 110,30 111,00
2 88,50 88,90 119,30 120,56 152,80 158,76 189,10 190,30
3 157,10 145,60 197,80 199,06 241,20 242,71 287,40 289,17
Источник: [1; 6].
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n = 0; m = 1 n = 1; m = 0 n = 2; m = 0

Рис. 3. Формы колебаний
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Рис. 4. График зависимости
частотного коэффициента колебаний диска от n и m1

Рассмотрим собственные колебания кольцевых пластин, жестко за-
крепленных по внутреннему радиусу. Геометрические размеры и харак-
теристики материала рассчитываемой конструкции: внутренний радиус 
0,101 6 м, внешний радиус 0,203 2 м, толщина диска 0,001 016 м, мо-
дуль упругости 216 ГПа, плотность 8 230 кг/м3, коэффициент Пуассона 
0,28. Конечноэлементная модель диска на основе кольцевых конечных 
элементов с изгибной жесткостью и тремя степенями свободы в узле со-
держит 33 степени свободы. Результаты расчета частот собственных ко-
лебаний приведены на рис. 5 в виде частотной диаграммы и в табл. 2.

Таблица 2
Сопоставление расчетных и экспериментальных значений частот 

собственных колебаний диска [4]

m n = 0 n = 1 n = 2 n = 3
МКЭ [4] МКЭ [4] МКЭ [4] МКЭ [4]

0 79,04 79,20 80,81 81,20 89,79 90,30 113,60 –
1 517,20 515,80 527,30 526,30 558,00 557,30 609,20 –
2 1 483,00 – 1 494,00 – 1 525,00 – 1 579,00 –

Источник: [4].

1 Частоты колебаний круглых пластин зависят не только от граничных условий, но и 
от числа узловых окружностей m и числа узловых диаметров n. Наличие узловой окруж-
ности при колебании пластины значительно увеличивает частоту колебаний.

О.В. Репецкий,  До Мань Тунг
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Рис. 5. График зависимости  
частот колебаний кольцевых пластин от n и m1

Анализ колебаний круглых пластин на основе кольцевых конечных 
элементов дает результаты с высокой точностью и снижением трудоем-
кости. Этот метод широко используется при анализе колебаний круг-
лых пластин с переменной толщиной и сложными приложенными на-
грузками.

В этой работе приведены формы колебаний круглых пластин, собст-
венные частоты в зависимости от числа узловых диаметров и узловых 
окружностей. Колебания более высоких порядков связаны с образова-
нием узловых окружностей и узловых диаметров, которые остаются не-
подвижными при колебании остальных точек. Это полная информация 
о проблемах вибраций, которая служит входной характеристикой при 
проектировании, изготовлении и эксплуатации деталей. 
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